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llmJJ 3.1. Rbwnowaga ptaskiego uktadu sit M0 J g
AGH X
Przyktad 3.1: 2/ ’
Obliczy¢ reakcje w podporach belki obcigzonej jak na
rysunku.
Dane: Szukane:
g, a, P=qa
a = 30° R Rg
" . Obciqgzenie ciggte zastepujemy sitq skupiong
z P ix — 0 = “Rax+Pr=0 (1) przytozonq pod ,,srodkiem ciezkosci” obcigzenia ciggtego,
i=1 ‘ o . ;. ...
n y Q rowngq catkowitej wartosci tego obcigzenia
n zi:1 Py=0 = Ry -P, @ Rp =0 ) np. ]»q — ";
n é?? ) 5 i la
Z Mj,=0 = -Pya Ea+RB-2a=O (3) » Q=%qa o/ 3
i=1

P,=P-sina=gqa-sina (4) P,=P-cosa=qa-cosa (5)
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“UJ 3.1. Rbwnowaga ptaskiego ukiadu sit M >0 M<0
AGH X
Przyktad 3.1: z/ 7
Obliczy¢ reakcje w podporach belki obcigzonej jak na
rysunku.
Dane: Szukane:
g, a, P=qa
a = 30° R, R;
B n

Plx:() = _RA.X'+Px=0
i=1

=1
Q
n 73
Mjy,=0 = —Pya Ea+RB-2a=O (3)
=1
P, =P sina=gqa-sina (4) P,=P-cosa=qa-cosa (5) _

(3):R_1 _ +3 _112+32_

@) N
g = Ry, + Ry, =qa |2+ =qa 1
R,y = qa-sina+qa—RB=Eqa
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Przykiad 3.2:

Jaki maksymalny ciezar Q moze zatadowad na
taczki ogrodnik, jezeli na jego rece moze
dziata¢ co najwyzej sita R. Ciezar wifasny
taczek pomingc.

Dane: Szukane:

R=400 N Q="

Mj,=0= —-Qy-a+R,-(a+b)+Q, c=0

Q,=Q cosa Q,=0Q sina R,=R-cosa

—Q-cosa-a+R-cosa-(a+b)+Q-sina-c=0

V3
- _ R-cosa-(a+b) 400->-(1+0.5)
Q_a-cosa—c-sina_ V3

0.5-7— 0.1-0.5

Q=1356.6 N
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Przykiad 3.2:

Jaki maksymalny ciezar Q moze zatadowad na
taczki ogrodnik, jezeli na jego rece moze
dziata¢ co najwyzej sita R. Ciezar wifasny
taczek pomingc.

Dane: Szukane:

R=400 N Q="

Sposob 2:

n
Z M, =0 = —Q-a’'+R-(a+b)=0
i=1 (a@+b)=(a+b) cosa

a g
a = —(c+a-tana) -sina
cos a . 2
a sin“a , . o .
a = —a —c-sina = a = (1 —sin“a) —c-sina
cosa cos a cosa

a =acosa—c-sina
—Q-(a-cosa—c-sina)+R-(a+b)-cosa=0

R-cosa-(a+b)
= Q= —— =1356.6 N
a-cosa—c-sina
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Przestrzenny dowolny ukiad sit — ukiad sit nie lezacych w jednej ptaszczyznie

@ 1z

* z

F

1

Redukcja przestrzennego dowolnego uktadu snl>
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mJJ 3.2. Przestrzenny dowolny uktad sit - redukcja

Redukcja przestrzennego
dowolnego uktadu sit c.d...
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Redukcja przestrzennego dowolnego uktadu sit - opis:

@ Ciato sztywne obcigzone jest dowolnym uktadem n sit F, ( Fy, B o I8 )
zaczepionych odpowiednio w punktach (x;, y;, z;)
Dla kazdej z sit F; przyktadamy w poczatku uktadu wspotrzednych (tj. biegunie
redukcji ,0") dwdjke zerowa utworzong z sit F; i —F,. Otrzymujemy w ten sposob

site Fi przytozona w biegunie redukCJl oraz pare sit utworzong z sity —F; oraz
oryginalnie przytozonej sity F; dziatajacej wzgledem bieguna na ramieniu
p;(xi, yi, zi).

Pare SH_ zastepujemy zaczepionym w biegunie ,0” wektorem momentu
M;=p;xF,;
W rezultacie otrzymujemy pek n sit F, (Fj, Fy,, Fi;) zepionych w biegunie

) e
redukcji oraz pek momentow sit M,

® n sit F, zastepujemy wektorem gtéwnym: W = Y | F,

n wektorow momentow M, zastepujemy momentem gftéwnym: M = Yie1P; xfi

W ten sposob przestrzenny dowolny uktad sit zredukowano do dziatania jednej
sity wypadkowej (wektora gfownego) i jednego wypadkowego wektora
momentu sit (momentu gtéwnego)

Q
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MJ 3.3. Przestrzenny dowolny ukiad sit - warunki rownowagi

Warunki rownowagi:

a) w zapisie wektorowym:
n n
W=D Fi=0  Mp=) M=o
i=1 -

b) w ujeciu analitycznym:
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AGH
Przyktad 3.3:

Okresli¢ poziomg site P przytozong do dzwigni walca CD oraz
reakcje w tozyskach A i B, gdy podnoszony ciezar Q=500 N,
ciezar bebna wynosi G=200 N, jego promien r=10 cm, a=25 cm,
b=35 cm, ¢c=15 cm, |CD|=/=50 cm.

Dane: Szukane:

Q=500 N, G=200 N, r=10cm, a=25cm, P=?, R,=?, R;=?
b=35cm, c=15cm, |CD|=/=50 cm, o.=60°

n
z Fi,=0 = Ryy — Ry + Psina =0
i=1

n
Z Fi, =0 = Ry, +Rp,—Pcosa+Q=0
i=1

n
Z Flz=0 = RAZ_G=O
i=1
n
Z Miy;=0 = -Qa-—-Rg(at+b)+Pcosa(a+b+c)=0

n
Z M;y, =0 = —Rg(a+b)+Psina(a+b+c)=0
i=1

n
z_ 1Miz=0 = Q:r—Psina-l=0
i
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Przyktad 3.3: — P
Dane: Szukane: cl? PSlnaﬁ
Q=500 N, G=200 N, r=10cm, a=25cm, P=?, R,=?, Rg=? -—% — Y
b=35cm, c=15cm, |CD|=/=50 cm, o.=30° | R}Bx I D g Vi
n t B Rg, Pcosa
2. 1Fix:O =>RAx—RBx+PSina=0 Q9
1=

= Ry, =—-Psina+Rp, =25N

" *

i=1Fiy:0 = Rpy + Rpy —Pcosa+Q =0 Zwrot R 4,

= Ry, = Pcosa—Q—Rp, = —334.96 N = Preecwnydo s

n zatozonego
Fiz=O => Ry, —G=0 = Ry, =G=200N v

i=1

n
Z My =0 = —Qa—Rg,(a+b)+Pcosa(a+b+c)=0
i=1

. _Pcosa(atb+c)—Qa_200-0.866- (25 + 35 +15) — 500 - 25
= By = a+hb - 25 + 35

" = Psina(a+b+c
E Miy=0 —RBx(a+b)+Psina(a+b+c)=0 = Rp, = a(+b )
i=1

=8.17N

=125N

n
E _ : 500 - 10
M. _O . —_ i . = = Q r = =
iy iz =>Q'r—Psina'l=0= P “na - 05 .50 200 N
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Przyktad 3.3:
Dane: Szukane:
Q=500 N, G=200 N, r=10cm, a=25cm, P=?, R,=?, Rg=?
b=35cm, c=15cm, |CD|=/=50 cm, o.=30°

RAx=25N

Ry, = —334.96 N  Zwrot R, przeciwny do zatozonego

R,, =200 N
RBx - 125N
Rp, =8.17N

MJ 3.3. Przestrzenny dowolny uktad sit - rownowaga

R, = \/ij +R2, + R2, = /252 + 334.962 + 200% = 390.92 N

Rp = \/Réx +R%, =/1252 + 8.172 = 125.26 N
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Przyktad 3.4:

Rame jak na rysunku utwierdzong w punkcie A obcigzono sitami: fl, fz, f3.
Wyznaczy¢ reakcje w utwierdzeniu.

Dane: F,=100 N, F,=200 N, F;=400 N, a=1 m, b=2 m,

szukane: R, (R, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)
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Przykiad 3.4:

Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

Uy

1) Yit1Fix =0 =Ry +F,; =0 4) YL M, =0 =-My,+F,a—Fb=0
2) Z?:lFiyZO = Ryy+F, =0 5) Z?=1Miy=0
3) Xit1Fiz=0 =Ry, —F;=0 6) Y M, =0
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Przykiad 3.4:
Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

1) Yic1Fix =0 =R, +F, =0 4) Y My, =0 =-My,+F,a—F;b=0
2) Yic1Fiy =0 =Ryy +F,=0 5) Y2 My, =0 = —Myy+Fsa=0
3) Xit1Fiz=0 =Ry, —F;=0 6) Y M, =0
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Przykiad 3.4:

Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

Uy

1) Yic1Fix =0 =R, +F, =0 4) Y My, =0 =-My,+F,a—F;b=0
2) Yic1Fiy =0 =Ryy +F,=0 5) Y2 My, =0 = —Myy+Fsa=0
3) Z?leizzo =Ry, —F;=0 6) Z?=1Ml-z=0 = My, —Fb=0
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Przykiad 3.4:
Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

2) Z?=1Fiy=0 = RAy+F2=O

3) 2?=1Fiz=O = Ry, —F;=0

4) Z?:lMix =0 :>_MUx +F2a—F3b =0

5) Y My, =0 = —My, +F;a=0

6) XieaM;; =0 = My, —Fb=0
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Przykiad 3.4:
Dane: F,=100 N, F,=200 N, F;=400 N, a=1 m, b=2 m,

“UJ 3.3. Przestrzenny dowolny uktad sit - rownowaga

szukane: R, (R, R4y Ry,), My (M, My,, My,)
1) Y1Fixy =0 = Ry, +F, =0
2) Y9 Fyy =0 = Ry +F,=0
3) Y, Fi;, =0 = Ry, —F;=0
) Y2 My =0 =My, +F,a—Fb=0
5) Y2 My, =0 =My, +F,a=0
6) YiryMi;, =0 = My,—F,b=0
1) =R,, = —F, = —200 N

Zwrot sity R 4, jest przeciwny do zatozonego
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Przykiad 3.4:
Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

3) Xit1Fiz=0 = Ry, —F3=0

4) Yt My, =0 =>—-My,+F,a—F;b=0

5) Y My, =0 =My, +Fsa=0

6) 2?=1Miz =0 = MUZ_Flb =0

1) =R,, = —100 N

2) =R, = —F,=—200N

Zwrot sity R, jest przeciwny do zatozonego
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Przykiad 3.4:
Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

3) YXic1Fiz =0 = Ry, —F;=0

4) Z?:lMixZO :>_MUx+F2a_F3b=O

5) Y My, =0 = —My, +F,a=0

6) XyM;; =0 = My,—Fb=0

1) =R,, = —100 N

2) :RAy = —200N

3) =>R,, = F, = 400 N




mmﬂ 3.3. Przestrzenny dowolny uktad sit - rownowaga
AGH

Przykiad 3.4:

Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

Uy

4) Z?:lMix =0 :>—Mux +F2a—F3b =0

5) Y My, =0 =—My, +F;a=0

6) YL M, =0 = My,—Fb=0

1) =R,, = —100 N

2) :>RAy =—-200N

3) =R,, = 400 N

Kierunek obrotu momentu My, jest
przeciwny do zatozonego
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Przykiad 3.4:
Dane: F,=100 N, F,=200 N, F;=400 N, a=1 m, b=2 m,

MJ 3.3. Przestrzenny dowolny uktad sit - rownowaga

szukane: R, (R4, R4y Ry,), My (My,, My, My,)

5) YLiMy, =0 = —My,+Fa=0
6) Y.y M;; =0 = My,—Fb=0
1) >Ry, = —100 N

2) >R,y = —200 N

3) =>R,, =400 N

4) =>My, = —600 Nm

5) >My, = Fz;a = 400 Nm
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Przykiad 3.4:
Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

1) =R,, = —100 N

2) =Ry, = —200 N

3) =R,, = 400 N

4) =My, = —600 Nm

5) =My, = 400 Nm

6) =My, = F.b = 200 Nm
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Przyktad 3.4:
Dane: F,;=100 N, F,=200 N, F,=400 N, a=1m, b=2m,  szukane: R, (R4, Ry, Ry,), My (My,, My, My,)

Ry, = —100 N My, = —600 Nm
R4, = —200 N My, = 400 Nm
R,, = 400 N My, = 200 Nm

R, = \/Rﬁx + R%, + R%, = /1002 + 2002 + 4002 = 458.26 N

My = \/M%,x + M%, + M%, = /6002 + 4002 + 200% = 748.33 Nm
" ©T. Machniewicz ~ Inz. Biomed., Mechanika i wytrzymatoé¢ materiatébw, Wyktadnr3 25





